TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIIl-a 2023,
Targu Lapus, 26.08.2023-01.09.2023

Clasa a XllI-a
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1. Considerim matricea A=| 0 0 0 | M;(Z) simultimea G ={A* |keN"} = M3(Z).
00 1

Aratati ca inmultirea matricelor este lege de compozitie pe multimea G;
Studiati existenta elementului neutru;

c. Determinati toate valorile n, k e N*, n>k, astfel incat ecuatia matriceald X" = AXsa aibi
solutie unica in M;(Z).

oo

2. Determinati functiile primitivabile f:-R>R care satisfac egalitatea
F(xX)—F@)=x-f(x)-Inv1+x2, ¥xeR, unde F este o primitivi a functiei .

3. Fienumerele reale a<b si f:[a,b] >R o functie strict monotona si primitivabila. Aratati ca:
a. functia f este continua;
b. pentru orice numar ce(a,b) existd X, X;e(a,b) distincte, astfel incét
F(x)-F(x
f(C)Z ( 1) ( 2)

, unde F este o primitiva a functiei f.
X=X

Notdi: Fiecare problemad se noteazi cu punctedela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Consideram matricea A=|0 0 0|eM;(Z) si multimea G :{Ak ‘ K eN*} cM;(Z).
0 01

a. Aratati ca Inmultirea matricelor este lege de compozitie pe multimea G;
b. Studiati existenta elementului neutru;

Determinati toate valorile n, k e N", n>k , astfel incit ecuatia matricealda X" = A*sa aiba
solutie unica in M;(Z).

Yo = W Y o T o | OSSR 1p
1 0 k 1 0 k+m
b. Inductiv A“=|0 0 0|, vkeN".Pentruorice meN", AX.A"=|0 0 0 |=AX. Legeanu
0 01 00 1
AdMIte BIEMENT NBULIU. oo bbbttt b e bt 2p
a b c
c.Fie X=/d e f
g h i
a b c)(1 0 k 1 0 ky(a b ¢
Din X" =X.-AK=AK.X, rezultd |d e f||0 O 0|={0 O 0||d e f|, ceea ce
g h i)Jlo o1/ lo0o0 1){g h i
a 0 c a" 0 na"c
conducela X ={0 e O]|.Inductivobtinem X"={ 0 e" 0 |0 e, 2p
0 0 a 0 0 a
a"=1
Rezolvarea ecuatiei matriceale revine la rezolvarea in Z a sistemului na"c =k , necunoscutele
e"=0

fiind a, csie. Evident e=0 si a=#0, c#0. Din a doua ecuatie rezultd n<Kk si apoi, avand in vedere
n

: . 5 1 : . . o
ipoteza, n=Kk . Asadar sistemul se rezuma la { . Evident sistemul admite solutie unicd daca

a"lc=1
si numai daca n este impar. Raspunsul este N=K € 2N +1. ... 2p
2. Determinati functiile primitivabile f:R->R care satisfac egalitatea

F(X)-F@)=x-f(x)—InvV1+x?, ¥xeR, unde F este o primitivi a functiei f.

F(X)=F@)+Iny1+x?

Solutie: Pentru x=0, deoarece f(Xx)= , rezultd ca f este derivabild peR".



Derivand egalitatea din problema, obtinem M = M +x- f'(x)- 1%, vxeR". Rezultd ci
+ X

arctgx+c;, daca x<0
VxeR" sideaici f(x)= Cp, 0ACE X =0 . .oovooeererreeeeeeereree s 2p
arctgx +c5, daca x>0

1

f'(x)= ,
9 1+ x°

Deoarece limitele laterale in x =0 exista, rezultd ca f este continud in x=0 si de aici ¢, =c, =c;5.

Asadar  f(x)=arctgx+c;, vxeR. Pentru x=1 egalitatea din problemd devine

0:1-(arctgl+cl)—ln\/§ si de aici q:—§+ln\/§.Rezult€1 f(x):arctgx—%+ln\/§, vxeR...... 2p

3. Fienumerele reale a<b si f:[a,b] >R o functie strict monotona si primitivabila. Aratati ca:

a. functia f este continua;
b. pentru orice numar ce(a,b) existd X, X, €(a,b) distincte, astfel 1incat
f(c)= F(Xl)_ F(XZ)
X =X
Solurie: a. f fiind monotona si avand proprietatea lui Darboux, este CONtinua. .........ccocvrvvrvevnreenen, 2p
b. Consideram functia f strict crescatoare, pentru f strict descrescatoare demonstratia fiind similara.
Fie ce(a, b). Egalitatea din concluzie este echivalentd cu F (X )—X - f(C)=F(X;)—X;- f(c).
Consideram functia g¢:[a, b]>R, g(x)=F(x)—x-f(c). Evident g este derivabila si
g'(x)=f(X)— f(c). Observam ca g' eSte CONLINUA.  ......ceereeriiriiriieriineerie e siee e 3p
Deoarece g'(a)=f(a)— f(c)<0 si g'(b)=f(b)—f(c)>0, exista a,Pe(a,b);a<P astfel incét

9'(a) <0 si g'(B)>0. Deducem ca pe intervalul [a, B] functia g nu este strict monotona si deci nu

, unde F este o primitiva a functiei f.

este injectiva. Rezultd cd existd X, X, €[a, B]=(a, b), distincte astfel ca g(x)=g(x;), de unde
TEZUIEA COTINEA. .ottt ettt ettt ettt e e s me e e e re e e e e nne e s e e nnes 2p



